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無制約最適化問題と準ニュートン法の一種 L-BFGS
問題設定: minx∈Rn f(x) (f : Rn → R は連続可微分な非凸関数)
問題を「解く」: ∥∇f(x)∥ が十分小さい値 ϵgtol 以下になる点の発見
L-BFGS (Limited-memory Broyden–Fletcher–Goldfarb–Shannon): SciPy (著名OSS) にて高速な手法

Figure: 非凸最適化の例
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Figure: SciPyの最適化手法の比較 準ニュートン法が最速
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問題意識: 数値誤差に対する脆弱性
• 理想的な状況下で、準ニュートン法は実用上最もよく使われる手法の一つ
• 現実の最適化では、計算機上で行うので数値誤差が発生
• 特に、関数値の誤差は準ニュートン法の挙動を著しく不安定化

– ビッグデータを扱う際の低精度浮動小数点数 (32, 16bit)による計算や、
近似値や確率で変動する値のみが計算出来る状況では、不可避な誤差が
生じ本質的に解けない問題になる

– ベンチマーク問題 [Gould et al., 2015]の 141/221個が、Scipyのデフォルト
設定にて、先に関数値誤差が無視できないレベルで大きくなる

• 従来的な理論保証は失われ、小手先の改善では解決しない問題も多い

本研究の主題
実用的な高速性を維持しつつ、特に関数値の数値誤差に頑健な準ニュートン法とは?
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本研究の位置づけ
無視できない誤差が f にも ∇f にも存在すると、その最適化問題は不良設定
本研究は、特に関数値 f の誤差が大きい場合に着目

f の誤差
小 大

∇
f
の
誤
差 小 通常の最適化

[Liu and Nocedal, 1989, Virtanen et al., 2020]
本研究などの対象

大 先行研究 [Shi et al., 2022]

(いわゆる 0次法に近い手法など)
(最適化不可能)

より緩い誤差への研究や [Byrd et al., 2012, Paquette and Scheinberg, 2020, Sun and Nocedal, 2023]、
信頼領域法における研究 [Bellavia et al., 2021, Sun and Nocedal, 2023]なども存在
→ 本研究は、消すことが出来ない誤差に対して実用的な高速性を維持したい
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研究概要
本研究の主題
実用的な高速性を維持しつつ、特に関数値の数値誤差に頑健な準ニュートン法とは?

先行研究
直線探索型準ニュートン法 [Liu and Nocedal, 1989, Virtanen et al., 2020]は高速だが脆弱
正則化手法 [Kanzow and Steck, 2023, Ueda and Yamashita, 2014]は代替案として近年注目
しかし、これらは数値誤差を考慮せず、また必ずしも高速ではなく、課題を残す

本研究の貢献
正則化準ニュートン法を用いながら、f の数値誤差を陽に考慮する
誤差問題を回避するため、f を使わない関数値非依存最適化を援用
数値誤差に耐性のある高速な準ニュートン法を提案
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具体的な問題設定と誤差モデル
停止条件が

∥∥∥∇f(x)
∥∥∥ ≤ ϵgtol であるとき、次の仮定なければ不良設定になりうる。

勾配に対する誤差モデル: 誤差が ϵgtol より十分小さい

(数値実験)
∥∥∥∇f(x)−∇f(x)

∥∥∥ ≪ ϵgtol, (理論解析)
∥∥∥∇f(x)−∇f(x)

∥∥∥ = 0.

現実的な IEEE 754浮動小数点数を想定した誤差モデル f のみが観測可能。
関数値に対するハイブリッド型の誤差モデル
絶対誤差と相対誤差が混在する誤差モデル [Higham, 2002, Izycheva and Darulova, 2017]:∣∣∣f(x)− f(x)

∣∣∣ ≤ ϵf max(1, |f(x)|).

(ϵf はいわゆるマシンイプシロンの 106 倍から 102 倍)
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キーワード:目的関数値非依存最適化 [Gratton and Toint, 2023]

機械学習分野での需要などから近年発展してきた手法。
AdaGrad や AdaGrad-Norm などの最適化手法は、勾配だけで最適化を行う。

(AdaGrad) x
(i)
k+1 = x

(i)
k − 1

θ
√

ς +
∑k

j=0(∇f(xj)(i))2
∇f(xk)(i),

(AdaGrad-Norm) xk+1 = xk −
1

θ
√
ς +

∑k
j=0 ∥∇f(xj)∥2

∇f(xk).

(θ は学習率の逆数, ς は初期化定数, x(i) は第 i 成分)

目的関数値非依存最適化: このような 関数値 f を陽に用いない最適化手法の総称
→ 誤差に影響されやすい関数値差分を利用せずに最適化が可能に
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提案手法の構成要素1/2: 緩和Armijo条件
通常の Armijo条件 (従来的なエラーが起きる直線探索の終了条件):

f(xk) + cαk∇f(xk)⊤dk ≥ f(xk + αkdk).

本研究は以下の緩和 Armijo 条件を採用:f(xk) + cαk∇f(xk)⊤dk +∆k ≥ f(xk + αkdk),

∆k =
2ϵf

1− ϵf
max(1, f(xk),−f(xk + αkdk)).

この∆kは (適切な条件下で)次を満たす、誤差吸収項:∣∣ (f(xk)− f(xk + αkdk))︸ ︷︷ ︸
観測された差分

− (f(xk)− f(xk + αkdk))︸ ︷︷ ︸
真の差分

∣∣ ≤ ∆k.

→ 現実的な誤差ありの設定でも、エラーなく最適化を進められる。
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提案手法の構成要素2/2: 正則化を入れた探索方向
探索方向は正則化付き準ニュートン方向を採用:

dk = −(Bk + µkI)−1∇f(xk).

(直感: f の勾配情報による近似 Bk + 正則化項 µkI を加えた二次形式の最小解方向)
µk = 0: 直線探索型とほぼ同じ挙動を意味、速度の観点からは望ましい
µk > 0: 保守的なステップになり、安定性向上、 AdaGrad-Norm に似た正則化:

µk = θk

√
ς +

∑
j∈K+

∥∇f(xj)∥2, θk ∈ [θmin, θmax].

Bk ≈ ∇2f(xk) のとき、µk > 0 は二次近似を壊し、過度に保守的になる恐れがある。
十分に f が減少した試行では、µk = 0 を試すことで、速度と安定性の両立を図る。
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理論解析における仮定
以下では、提案手法が適切な仮定の下で収束することを示す。

最適化問題は、次の非常に標準的な 2つの仮定を満たすとする。
仮定 1: 目的関数 f の下側に関する有界性

f(x) ≥ f ∗ := inf
x∈Rn

f(x) > −∞.

仮定 2: 目的関数 f の L-平滑性

∃ 0 < L < ∞ s.t. f(y) ≤ f(x) +∇f(x)⊤(y − x) + L

2 ∥y − x∥2.

この設定の標準的な反復計算量 min{k | ∥∇f(xk)∥ ≤ ϵgtol} は Ω(ϵ−2
gtol) である。
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収束解析の概要: コアとなる不等式
K0 := {k ∈ K | µk = 0}, K+ := {k ∈ K | µk > 0}.

勾配ノルム和に対する複合的な上界評価
仮定 1,2の下で、F = O(f(x0)− f ∗), 定数 C0, C1, C2 を用いて

F ≥ C0
∑
k∈K0

∥∇f(xk)∥2 + C1

√
ς +

∑
k∈K+

∥∇f(xk)∥2 − C2 ln
(
ς +

∑
k∈K+

∥∇f(xk)∥2
)
.

K0:正則化のない通常ステップ
古典的な勾配法型の解析結果と一致:∑

k∈K0

∥∇f(xk)∥2 ≲
1
C0

F.

K+:正則化が入る保守的ステップ
√
· ≫ ln · より、√

· の項が支配的:∑
k∈K+

∥∇f(xk)∥2 ≲
(
2F
C1

)2

.
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大域収束率の結論
主結果
仮定 1,2の下で、任意の反復回数 kmax > 0 に対し、提案手法は以下を満たす。

1
kmax

kmax−1∑
j=0

∥∇f(xj)∥2 = O
(

1
kmax

)
.

提案手法が達成する反復計算量
min{k | ∥∇f(xk)∥ ≤ ϵgtol} = O

(
ϵ−2
gtol

)
.

誤差がある設定でも、非凸問題に対する標準的な反復計算量とオーダーが一致
具体的には、古典的な勾配法型の解析結果と AdaGrad-Norm 型の解析結果の
ハイブリッドになっている
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実験設定
比較手法

Ours: 提案手法 (Ours-MS は一種の改良版)
Line: Wolfe条件による直線探索型 (Line-MS も同様の変種)

SciPy: 著名OSSである SciPy に実装された L-BFGS-B法
Reg: 近年の正則化 L-BFGS法 [Kanzow and Steck, 2023] (Reg-Sec は近似を用いた手法)

NTQN: 冒頭で述べた 0次法に類似したノイズ耐性準ニュートン法 [Shi et al., 2022]

問題設定
CUTEst 無制約問題
非凸問題を含む有名ベンチマーク
最大 220 問題

評価手法: Performance Profile
どれだけ安定かつ高速に解けたかを評価
x 軸方向に左であればあるほど高速
y 軸方向に上であればあるほど安定
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人工ノイズ下での性能
ノイズモデル [Shi et al., 2022] (unif は一様分布ノイズ)

f(x) = f(x) + unif(−10−3, 10−3), ∇f(x) = ∇f(x) + unif(−10−3, 10−3)1
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提案法が最も高い成功率 (安定性)
最速で解いた数 (τ = 1)も最多 (高速性)
先行研究 (NTQN)[Shi et al., 2022] は勾配ノイズ
に特に強いアルゴリズム
我々の手法も勾配ノイズに耐性
ノイズレベルを変えても同様の傾向
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有限精度計算に対する頑健性
64-bit ϵgtol = 10−5
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32-bit ϵgtol = 10−3
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16-bit ϵgtol = 10−1
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精度低下に伴い既存法は不安定化 提案手法 (Ours)は一貫して高い成功率
提案手法は誤差なし設定でも高速 提案手法は誤差なし設定でも高速
これはオラクル数での比較だが、実行時間での比較の方が、実はさらに速い
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まとめと今後の課題
本研究の主題
実用的な高速性を維持しつつ、特に関数値の数値誤差に頑健な準ニュートン法とは?

提案手法のまとめ
数値誤差を陽に考慮した正則化付き準ニュートン法を提案
緩和 Armijo条件により関数値誤差を吸収 + AdaGrad-Norm型の正則化で安定化
標準仮定の下で、非凸における最適レートと同じオーダーの収束率 O(ϵ−2) を証明
既存の人工設定 + 有限精度環境の CUTEstデータセットで安定性と高速性を確認

今後の課題
勾配にも無視できない誤差がある場合との統合、理論解析の強化
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本質的な設計思想の図示
直線探索で f の上昇を許し、エラーを回避する (図左側)
µk = 0 を優先的に試すが、十分に f が減少した試行に限ることで、安定化 (図右側)

0 1 2 3 4 5 6 7 8

k

f̄
(x

k
)

f̄ (xk+1) ≤ f̄ (xk) + ∆k

(k ∈ K)

f̄ (xk) ≤ f̄ (xj)−∆j

(j, k ∈ K0, j < k)

k ∈ K0 (µk = 0)

k ∈ K+ (µk > 0)

K0 := {k ∈ K | µk = 0}, K+ := {k ∈ K | µk > 0}.
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誤差なし設定からみる実用性

誤差の殆ど関係ない設定:
64-bit ϵgtol = 10−1
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最速で解けた問題数が、
2倍近くに達している

提案手法は誤差なし設定でも高速
(最速で解けている問題数が SciPyの約 2倍)

既存の理論的に良い正則化に類似点 (c1, c2, δ > 0):

µk = c1 max(0,−λmin(Bk)) + c2∥∇f(xk)∥δ.

近似ヘッセ行列 Bk に既存の工夫も活用:

BFGS({(ski , yki := θdamp
i yki + (1− θdamp

i )Bk−1ski)}).

(BFGS(·) は更新則の関数、ski , yki は差分ベクトル)
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実行時間からみる実用性
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左図は大まかにアルゴリズム自体
(f や ∇f を除く) の計算時間。
正則化型の手法

dk = −(Bk + µkI)−1∇f(xk)

は行列計算に時間を要する。
提案は既存の近似手法を採用。
それでも性能は落ちない。

(近似ヘッセ行列) Bk ≈ BFGS({ski , yki + µkski}
p−1
i=0 )− µkI,

(探索方向) dk = −(Bk + µkI)−1∇f(xk) = −BFGS(. . . )−1∇f(xk).
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修正セカント条件について
数値実験における -MS は、修正セカント条件の採用を意味する
近似ヘッセ行列を作成する際に差分ベクトルを修正
よりよい f の二次近似を得られることになる

f
(x

)

f (xk) = f (xk+1)

x

f (xk) > f (xk+1) f (xk) < f (xk+1)
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